INTEGRAL KONU NOTLARI

integral alma (Tiirevin Tersi)
Turevi belli olan bir fonksiyonun kendisini bulma

islemine integral alma iglemi denir.
(Biz buna tiirevin tersi de diyehiliriz.)
J‘ isareti de integral semboladur.

Ornek:
x* +5x+3 in tlirevi — 2x+5 tir.
Buna gore,

I(2x+5) dx =x"+5x+ ¢ dir.
— hal

Tarev Ti‘Jrev_in inte_g_ral
X egore sabiti
alindigini {Degerini
anliyoruz. bilmiyo-
ruz)
Diferansiyel

y = f(x) fonksiyonunun tirevini j_y =f'(x) olarak
X

gosterebiliyorduk.
d(f(x))

=f'(x) olarak yazabiliriz. dx i karsiya atarsak

d(f(x))=f'(x).dx olur.
iste bu ifadeye f(x) in diferansiyeli denir.

Ornek:
f(x)=x>+2x ve g(t)=t*+1 olsun.
Tlrev
f(x) in tarevi degiskeni
—

f(x) in diferansiyeli = d(f(x))=(3x> +2). ax  tir.

Tlrev
f(x) in tirevi degiskeni
—

g(t) nin diferansiyeli = d(g(t))= (2t) . ajc tir.

Not:
integralin sonucunda hep bir ¢ sabiti olur.

Clnk, tirevini alinca bu ifade kayboluyor.
Bunun degerini bilmedigimiz igin, yerine c yaziyoruz.

Ornek:

d(f(x))=(2x +1)dx ise f(x) nedir?
Coziim:

d(f(x))= (2x+1) dx

x* nin tlirevi 2x tir.
xin tlrevi 1 dir. Buna gore,

f(x):I(2x+1)dx =x2+x+c dir.

Not:
"c" integral sabitinin degerini bilmedigimiz i¢in bu

integrale Belirsiz integral denir.

Not:
Hangi degiskene gore tiirev alinmigsa, o degiskene

gore integral almalyiz.

Ornek:
2

jxdx:x?+c
j5dxz5x+c

jsdt:5t+c

detzxt+c dir.

Integrali —
Not: J[ldx = D

<« Turevi

Ornek:
j(axz +b)dx =2x>+5x+1 olduguna goére, a+b="?

Cozim:
2x* +5x+1 in tiirevi integralin icinde olmalidir.

Tirevi = 6x2+5=§x+9 = a+b=11buluruz.
6 5

Not:

ijf(x)dx =f(x) tir.

dx

Bir fonksiyonun integralinin tlirevi, yine fonksiyonun
kendisine esittir (integral ve tiirevde ayni degisken
kullanilirsa).

Ornek:

iJ'(x2 +sinx)dx =7

dx

Cozim:

icerdeki ifade aynen cikar.

dij(x2+sinx)dx:x2+sinx tir.
X

Ornek:
iJ.(x2 +2)dx="?
dt

www.matematikkolay.net



Coziim:
d j(x2+2)dx =0 dir.
t degiskeni gelmeyecegi

icin, bir sabitin turevini
aliyormus gibi yapacagiz.

Not:
f(x) in diferansiyeli = d(f(x))=f'(x).dx idi.

0 halde, df f(x).dx:(jf(x).dx)'.dx
=f(x).dx tir.

Yani "d" ifadesi sadece integral isaretini ortadan

kaldirir, dx kalir. ﬁfj/f(x)dx

Ornek:
dj(}-{3 +x)dx=?

Coziim:
Sadece integral isareti kalkar.

dj(x3 +x)dx =(x* +x)dx olur.

Not:
j d(f(x)) = f(x)+c dir.
Clnkd d(f(x))=f"{x).dx idi.

integralini alirsak f(x)+c olur.

Ornek:
f(x) = jd(x2 +2x) ve f(1)=4 olduguna gore,
f(2) kactir?

Coziim:
f(x) = j d(x? +2x)

=x*+2x+c dir.
f(l)=4ise 1+2+c=4 = x=1dir.
f(x)=x*+2x+1 olur.
f(2)=4+4+1=9 buluruz.

integral Alma Kurallan
n, —1 den farkh bir rasyonel sayi olsun.

n+l

+c dir.

na X
JAXd)(in—»—l

Yani Ussl bir artiriz. Ayrica yeni is degerini bol

olarak yazariz.

Cozim:
X—Z
jx’3dx = —2+c = — +c dir.

2

Not:
k sabit bir reel sayi olsun.

.[kf(x)dx :kjf(x)dx olarak k'yi integralin disina

alabiliriz.

Ornek:
.[9x2dx =?

Cozim:
X3

QIxzdx =9—+c = 3x*+c dir.
3

Not:
integralin, toplama veya ¢ikarma islemi tizerine
dagilma &zelligi vardir.

j [f(x) £ g(x)]dx = jf(x)dx + f g(x)dx olarak

ister ayri ayri integral alabiliriz, istersek de ayni
integralin icinde ¢dzebiliriz.
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Ornek:
ijzdx —Iszdx =7?

Coziim:

3
fozdx—IZXde = J.3x2dx = 3-%+c =x*+c dir.

Ornek:
j(xz +x+1)dx=?

Coziim:
X X
J.(x2 +x+1)dx:?+?+x+c dir.

Not:
Carpma ve bdlme igslemlerinde integralin dagiima

ozelligi yoktur. Yani ayri ayri integral alamayiz.

Ornek:
j(x+1)(x—1)dx=?

Coziim:
3

J.(xz—l)dx:%—x—b-c dir.

DEGISKEN DEGiSTIRME YONTEMI
Degisken degistirme ydntemiyle, karigik olan ifade-

leri daha basit hale getirebiliriz.

Ornek:

j(x3 —2)° 3x%dx =?

Coziim:

x> —4 =u olsun. Diferansiyel alirsak,

3x’dx =du olur.

+c dir.

7 3 7
—4
I(x3—4)5.3x2dx :jusdu:u—+c:(x )
u du 7 7

Not:
jf”(x)f‘(x)dx -

(u=f(x) dénuisimii yapilarak bulunabilir.)

n+1
k) +c dir.
1

Ornek:
jS.f“(x).f'(x)dx =?

Cozim:
f(x)=u olsun. = f'(x)dx=du olur.
5

J.S.f“(x).f'(x)dX =I5.u4.du =5-u?+c =u+c

=f°(x)+c dir.
Not:
integralin iginde k&kll ifade varsa, bu ifadeye kdkten
kurtulacak sekilde degisken vermek, kolaylik saglaya-

caktir.

Yani Y/f(x) icin f(x)=u" dersek, {/u_“:u olarak cikar.

Ornek:

I4x\/x2 -1.dx="?

Cozim:
x> —1=u? olsun. = 2xdx=2udu = xdx =udu dur.

j4x\/x2 —1.dx= j'4. /&;1.@’5
UZ udu
:.'.4.\/u_2.u.du

= I4.u.u.du
= j4.u2.du

3
u
=4.—4C

Not:
j f'(g(x)).g'(x).dx = jf'(u).du
=f(u)+c

=f(g(x))+c
=(fog)(x)+c dir.

Ornek:
j x2.F'(x%).dx = ?

Cozim:

du
x> =uolsun. 3x*dx=du = xzdx:? olur.

+c dir.

jx F(x®)dx == jf u).du 7f(u) f(3)
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BELIRLI INTEGRAL VE OZELLIKLERI
f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun.
b
If'(x)dx = f(x)|: =f(b)—f(a) dir.

Bu integrale ise "Belirli integral" denir.

(Cikarma isleminde "c" integral sabiti kaybolur. )

Ornek:

j(x—z)dx—?

Coziim:

j(x —2)dx = (Xzz— 2)(]

2

=8 buluruz.
Not:
a ve b birer reel sayi olmak lizere

d b
d—xh(f(x)dx} =0 dir.

b
Clnku D‘(f(x)dx} ifadesi sabit bir sayiya esittir.

Bunun da tiirevi O olur.

Ornek:

d|t, s
$|:'2‘.(X -x)dx}o dir.

Not:

b
j.(...)dx = ave b degerleri x igin kullanilacaktir.

b
_f(...)dy = ave b degerleriy icin kullanilacaktir.

Ornek:

4
j‘(x2 +1)dy =?
2

Cozim:

4

'!(xz +1)dy:(x2y+y)E

= (4)(2 +4)7(2x2 +2)
=2x"+2 dir.

Not:
a ve b birer reel sayi olmak (zere,

if(x)dx = —Tf(x)dx tir.
b a

Yani, sinir degerler yer degistirirse sonug, zit isaretli
olur.

Ornek:

5 2
jf(x)dx=14 ise If(x)dx=—14 tar.
2 5

Not:
k bir reel say1 olmak Gzere,

Tk.f(x)dx = kjf(x)dx tir.

Yani, katsayiyi integralin digina alabiliriz.

Ornek:

6 6
Jf(x)dx:lz ise I3f(x)dx=36 dir.
1 1

Not:

jff(x)dx =0 dir.

Yani, sinir degerler ayni ise sonug O dir.

Ornek:

jf(x)dx =0 dir.

Not:
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j f(x)dxif glx)dx =T[f(x)ig(x)]dx

Yani, sinir degerler ayni ise toplama veya ¢ikarma
islemini ayni integralde yapabiliriz.
Ornek:

8

T(x—3)dx+J‘(x+3)dx =7

0

Coziim:

8 8
j‘(x—;f+x+,3/)dx:J.2xdx:x2|::64—0:64 tir.
0 o]

Not:
a<c<b olmak Gzere,

j.f(x)dx = jf(x)dx + Jb.f(x)dx

seklinde iki integrale ayirabiliriz.

Ornek:

3
Ixadx+

0

Xdx="?

W —

Coziim:
3 a 4 a4 4 4

X 4" 0
fx3dx+jx3dx:fx“dx:— =———=4°=64 tir.
Y S . 4 4 4

0

Not:
f(x) tek fonksiyon ise _[ f(x)dx =0 dur.
Clinkl integral alininca gift fonksiyon ortaya

cikar. Hem a icin hem de —a igin ayni degeri
verir. Bu sebeple aradaki fark O dir.

Ornek:

500
_[ (x* +x).dx =0 dir.

-500

Not:

f(x) ¢ift fonksiyon ise J‘f(x)dx = ij(x)dx tir.
—a 0

Clnki integral alininca tek fonksiyon ortaya
cikar. F(a) —F(—a) = 2F(a) olur.

—
—F(a)

Ornek:
3

I(xz +1).dx="?

-3

Coziim:
3

j' (¢ +1).dx = Zj(xz +1).dx

A5
=2[(9+3)-(0)]

=24 tar.

BELIRLI INTEGRALDE DEGiISKEN
DEGISTiRME

Belirli integralde degisken degistirdikten sonra sinir
degerleri de yeniden diizenlemeliyiz.

Ornek:

1
j(xz +1)°2xdx =?
o]

Coziim:
x> +1=udersek, 2xdx=du olur.
Sinir degerleri de ayarlayalim.
x=0iginu=x"+1=1dir.

o]

x=1icinu=x"+1=2dir.
1

Buna gore,

1 2

j(xz +1)° 2xdx = jusdu

—_— e

0 u du 1
i
6 1

64 1

6 6

63 21
=—=— buluruz.
6 2
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Belirli Integralde Oteleme
Degisken degistirerek de gbrebilecegimiz bu durumu

kisaca su sekilde ifade edebiliriz:

bk bk b
jﬂx+mdx:jfu—kwx:jﬂmdxtn.
a—k EH( a
u=x+k u=x—k
du=dx du=dx
Uiy =a—k+k=a ugp =atk—k=a
ugst =b—ktk=b Uit =b-rk—k=b
b b
If(u)du jf(u)du
a a
Ornek:

5 3
jf(x).dx=10 ise If(x+2).dx kagtir?
0 -2

Coziim:
u=x+2 olsun. du=dx olur.
Sinir degerler,

x=-2i¢inu=x+2=0dr.
-2

x=3igin u:5+2:5tir. O halde,
3

3 5
jﬂx+aux:jﬂmuu:10dun
-2 0

Parcali ve Mutlak Degerli Fonksiyonlarda
integral

Parcali fonksiyonlarin belirli integralini alirken kritik
degerlere gore integrali parcalayip, sonra integral

almaliyiz.
Ornek:
(x) 2X , x<1 \du .
X)= olduguna gore,
4x ,x21 g &

3
If(x)dx integralinin degeri kagtir?
0

Coziim:

3 1 3
jf(x)dx = IZxdx + j4xdx
0 0 1

:x22+2x2‘j
=[1-0]+[18-2]
=1+16

=17 buluruz.

Not:
Mutlak deger fonksiyonlarinin belirli integralini

alirken de kritik noktalara gére fonksiyonu pargalayip
sonra integral almaliyiz.

Ornek:

2
[[2x—2|ax=2

0

Coziim:

2

ﬂZx72|dx

o]

x =1 den &nce ve sonrasi seklinde ayirmaliyiz.

1 2
ﬂZx —2|dx+_”2x —2|dx
\_V_J \_Y_J

o mutlak 1 mutlak

degerin degerin
ici = ici +

j(—2x +2)dx + j(2x —2)dx

(—x2 + ZX)‘: + (x2 - 2><)
[(-1+2)-(0)]+[(4-4)-(1-2)]

[1]+[0-(-D)]
1+1=2 dir.

2
1

INTEGRALDE ALAN
Y

f(x)

[a, b] kapali araliginda f(x), integrali alinabilen bir
fonksiyon olsun.
Bu aralikta f(x) >0 ise,

x =a, x=b ve x ekseni ile arasindaki kapal alan

b
jf(x)dx integrali ile bulunur.
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Ornek:

Y
y =2x
Boyali Alan=?
X
x=1 x=3
Coziim:
. : 2 3
Boyali bolge = .[Zxdx:x .
1
=32_1?
=9-1
=8 br? dir.
Not:
Y
a b X
f(x)

[a, b] kapal arahiginda f(x), integrali alinabilen bir
fonksiyon olsun.
Bu arahkta f(x) <0 ise,

x=a, x=Db ve x ekseni ile arasindaki kapali alan
b
—jf(x)dx integraliile bulunur.

Yani, x ekseninin altinda integral negatif ¢iktig icin,
alan hesabinda bunu — ile carpmaliyiz.

Ornek:

y=x2—4

X

Boyall Alan=?

Cozim:
2

2 3
Boyall bdlge = —j(x2 —A)dx = _();_4)(]
-2

-2

ST
3 3
=- §—8+§—8}
3 3
=- 16—16}
L3
____2}
I
=32 42 dir.
3

Not:
Mutlak degeri kullanirsak,
x=a, X=b ve x ekseni ile arasindaki kapali alani

b

kisaca I|f(x)|dx integrali ile ifade edebiliriz.

a

Not:
Alandan, integral degeri de bulunabilir.

x ekseninin Gstlindeki integral, alan degerine

x ekseninin altindaki integral ise, —alan degerine

esittir.
Ornek:
y
_ 2
Fx) A=4 br
B=6 br
A c C=3br
3 b X

b
Grafige gbre If(x)dx integrali kagtir?

Cozim:

]
x ekseninin
altinda integral
negatif cikar

=4-6+3
=7-6
=1 dir.

b
jf(x)dx:A— B +C
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Not: Ornek:
y ye gore integral aldigimizda, fonksiyonun

d
fly)Jdy=-5+10-4=10-9=1 dir.
y ekseni ile arasindaki alani buluruz. -!. (vidy "

b
y ekseninin sagindaki alan= If(y)dy

. Not:
y ekseninin solundaki alan:—jf(y)dy dir. jfl(x)dx

(a ve b degerleriy ekseni Uzerindeki degerlerdir. y ye gore integral almak ile ters fonksiyonun integra-

a<bdir) lini almak ayni seydir.
y (a ve b degerleri y eksenine aittir. a<b dir.)
b.
Y
F(y) Boyali Bolge b Boyali bolge
b
= [f(y)dy e
| ) oo = [ £ (x)dx
X a
y Ornek:
b y
fo) Boy:ll Bolge /y= o1
=2
——| fly)dy .
a a
X
Boyal Bdlge=?
0 X
Ornek:
Y . Coziim:
X=1) y=vx-1
o 2
y =x-1
( Y +1l=x = fl(x)=x*+1 dir.
C

2
Boyali bélge= I(x2 +1)dx
o]

Oy '
2
3
b _(X_HJ
3
<
a 8

14
P =—+42=""br* dir.

d
Grafige gore J'f(y)dy integrali kactir?
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iki Egri Arasindaki Alan
Y

f(x)

g(x)
a b

X

[a, b] kapah araliginda f(x) = g(x) ise
iki fonksiyon arasindaki alan

b
[[f0—g(x)]dx integrali ile bulunur,

Yani, Ustteki fonksiyondan alttaki fonksiyonu ¢ikarip

integral alacagz.
(x ekseninin altinda olmasi bu durumu degistirmez.)

Ornek:

F(x)= 6x

9(x)= 3%

/o xX=2

Yukaridaki grafikte verilen f(x) = 6x ve g(x) = 3x’

fonksiyonlari arasindaki kapali bélgenin alani
kag br? dir?

Coziim:

Alan= j[Gx —3x2:|dx
0

=(3)(2—x3)2

0

~(12-8)-(0)

=4 br? buluruz.

Not:
f(y), gly) nin saginda bir fonksiyon olmak uzere,

b
bu iki fonksiyon arasindaki alan “f(y)—g(y)]dy

integrali ile bulunur.

Ornek:

F0)=x

N | X

g(x)=

Yukaridaki grafikte verilen f(x) = /x ve g(x) =§
fonksiyonlari arasindaki kapal bdlgenin alani
kag br® dir?

Coziim:

f(x)=x ise = y=x = y>=xtir.
X X
X)=—ise = y=— = 2y=xtir.
g(x) 5 y 5 y

Kesisim noktalarinin ordinatlarini bulalim.

vi=2y =y -2y=0 = !(X—2)=O

0 2
Buna gore,
2 3 2
Alan= [ (2y - y*)dy = v-L :[4§}(0)
2 3 ), 3
~12-8
3
4
=— br? dir.
Not:

Tlrev grafigi verildiginde,

Belirli integral ile grafikteki alan arasindaki iliskiden
yararlanarak fonksiyon hakkinda bazi bilgilere ulasa-
biliriz.

Ornek:
Y
2| F'09
i1 4
0 !
—1 X
-1
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Yukaridaki grafikte y = f(x) fonksiyonunun tiirevine
ait bir grafik verilmistir.
f(—1) =6 olduguna gore, f(4) kagtir?

Coziim:
y
2| ')
— 0 1 4 x
-1

Soruda, turev grafigi verilmistir.

4
If'(x)dx= 4 - 3 tar.
-1 mavialan  Yesil Alan

(x ekseninin

altinda kaliyor)
fx)|_ =1
f(4)-f(-1)=1

f(4)-6=1 = f(4)=7 buluruz.

Not:
Hizin integrali yolu, ivmenin integrali ise hizi ver.

Tarev Turev

Yol — Hiz — lvme oldugunu biliyorduk.

integral integral

Yol « Hiz « ivme seklinde tersine islem

yapabiliriz.

Ornek:
Hiz fonksiyonu V(t) =t metre /saniye olan bir

hareketlinin ilk 4 saniyede yaptigl yer degistirme
kag metredir? (t: saniye)

Coziim:
4 2 4
Itdt—— =8 metredir.
0] 0
Ornek:
V (mysn)

2 —

0 E 4 St (sn)

-1 i

V(t)

Yukarida hiz-zaman grafigi verilen bir aracin 4.sani-
yedeki konumu, baslangigc konumuna goére nerdedir?

Coziim:
\%
2
o——1 el A
-1
v(t)

Hiz-zaman grafiinde, integral bize yer degistirmeyi
verecektir.

==
Mavi Yesil
Ucgen  Ucgen
(geri
gidiyor)

=2-3
=-1 = 1 metre geriye gitmistir.

4
IV(t)dt:&;— 3.1
Q

Not:
x* +vy* =r? seklinde denklemler, merkezi orijin olan

ryarigapl ¢emberlerdir. y yi yalniz birakarak,

yz —r—x?

seklinde yazabiliriz.

Y= ﬁ x ekseninin Ustiindeki yarim cemberi
y= fﬂ x ekseninin altindaki yarim ¢cemberi
ifade eder.

Ayni sekilde,

x*=r’—y? olarak da yazabiliriz.

x=+r' =y’ yekseninin sagindaki yarim cemberi

x=—yr —y* y ekseninin solundaki yarim ¢cemberi
ifade eder.
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Ornek:

4
jv16— x*dx integralinin degeri kactir?
-4

Coziim
y
y =16 - X
4
-4 0 4 X

4
J'\/16— x*dx integrali de yukaridaki boyali bdlgeyi
-4

ifade eder.

2

Alan=

=8n br? dir (yarim cember). Buna gore,

a4
jx/16—x2dx — 87 dir.
-4

RIEMANN

Bir araligin diizgiin pargalanmasi
[a, b] araligini n tane es parcaya bolersek, araliklarin

. ... b—a
genigligi=—— olur.
n
Ornek:

[1, 7] araligini 3 es parcaya bolince, alt araliklar
nasil olur?

Coziim:

Araliklarin genisligi ——=—=2 br dir.

3
O halde, alt araliklar

[1, 3], [3, 5], [5, 7] seklinde olurlar.

7-1_6
3

Riemann Alt Toplami
Alt araliklarda fonksiyonun enkiigiik degeri ile

olugan dikddrtgenlerin alanlari toplamina Riemann
alt toplami denir.
(En kiiguk deger negatif ise, Riemann degeri de

negatiftir.)
4 f(x)
/
Riemann alt toplami
=S, +5,+8S,
SE
S,
0
a b X
Ornek:

y=x’—4 paraboliiniin [1, 7] araliginda 3 es parcaya
bdllinmesiyle olugan Riemann alt toplami kagtir?

¢cOzUMm:
Alt araliklar [1, 3], [3, 5], [5, 7] seklinde olurlar.

4 f(x)
/

Riemann alt toplami
=5, +S,+8S,
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Rieaman alt toplami
2.(-3)+2. 5+2.21=-6+10+42=46 dir.

£(1) f(3) f(5)

Not:
Riemann hesabinda, ne kadar ¢ok alt araliga bélersek

gercek integral degerine o kadar yaklasiriz.

Riemann Ust Toplami
Alt araliklarda fonksiyonun enbiyiik degeri ile

olugan dikdortgenlerin alanlari toplamina da
Riemann tst toplami denir.

(En buyik deger negatif ise, Riemann degeri de
negatiftir.)

Ornek:
y=x’—4 paraboliiniin [1, 7] araliginda 3 es parcaya
bdlinmesiyle olusan Riemann st toplami kactir?

¢OzUMm:
Alt araliklar [1, 3], [3, 5], [5, 7] seklinde olurlar.
y fF(x)=x" -4
f(3)=5
F(5)=21
F(7)=45
0 P X
1+~ 3 5 7

Rieaman ust toplami
2.5+2.21+2.45=10+42+90=142 dir.
b =~ ]

f(3) f(5) f(7)

Not:
Her zaman Alt toplam <integral <Ust Toplam dr.

Alt araliklarin sayisi ne kadar fazla ise, gergek integral
degerine o kadar yaklasilir.

Riemann Orta Toplami
Alt araliklarin orta noktalari ile olusturulan dikdort -

genlerin alanlari toplamina da Riemann orta toplami
denir.

(Orta deger negatif ise, Riemann degeri de negatif
olur.)

Ornek:
y=x’—4 paraboliiniin [1, 7] araliginda 3 es parcaya
bdlliinmesiyle olusan Riemann orta toplami kactir?

Coziim:

Ortasi 2 Ortasi 4 Ortasi 6
f(2)=0 f(4)=12 f(6)=32

Riemann orta toplami=2.0+2.12+2.32
=0+24+64
=88 dir.

www.matematikkolay.net



