TUREV KONU NOTLARI

Degisim Orani Ornek:
f(x) in [a, b] araligindaki degisim orani (ortalama hizi) f(x) = x* + 2x fonksiyonu veriliyor.
—f(b)—f(a} formuli ile bulunur. y cexideglim deki deug|§|m :& flx,) = lim —f(x)_f(x") formalunt kullanarak f'(4) G
b-a x"teki degisim  Ax x>x0 X=X,
hesaplayin.
Cozim:
Ornek: -
rne £1(4) = lim f(x)—f(4)
Y x— 4 x_4
2 —
f0) lim X +2x—(16+38)
21 x—> 4 X—-4
i x* +2x—24
15 br ey X—4
im (x—~) (x+6)
6 3 br T x4 M
T T X =4+6
=10 dur.
f(x) in [1, 4] araligindaki degisim orani
f(a)—f(1) 21-6 15 , Not:
= =—=>5tir. o e e . . .
4-1 3 3 Tegetin egimi ile anlk degisim orani aynidir.

Dolayisiyla, tegetin egimi=f'(x ) dir.

Anlik Degisim Orani Ve Tiirev

A Ornek:
F(x) FOO=x" —dx+1 Y
f(x)
v X f > x
0 X
-2 6
-2+
_3 —+
Not: Bir fonksiyonun x, daki anlik degisim orani f(x)'in x =4 noktasindaki turevini hesaplayalim.
fx)—f f(x)-f(4
lim - 1x) form{ld ile bulunur. f'(4) = lim 7()() (4)
X—» Xg X=X, x— 4 X—4
X —X, paydasi sayesinde x'teki degisim sifira yak- —lim X —4x+1-(16-16+1)
lastirihir ve anhk degisim orani bulunmus olunur. >4 Xx—4
X' —4x+1-1
=lim ————
x—» 4 X—4

X, noktasindaki anhk degisim oranina tiirev denir.
f'(x,) ile gosteririz. =lim XM
y x— 4 )(,/4

d
Ayrica x noktasindaki tirevi i y' sekillerinde de —4 tir.
ifade edebiliriz. Dikkat ederseniz, tegetin egimi de 4 tir.
(y= 4 x-15)

egim
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Tiirevin Limit Olarak Gosterimi
||m f(x)_f(xu):fw
X‘)Xo x_xo

(x,) dir.

Ayrica x ile x, arasindaki mesafeye h dersek,

f'(x,)=lim w olarak yazabiliriz.
0 h— 0 h

Ornek:
f(x) = x* ise f'(x) nedir?
Cozim:
F1(x) = lim f(x+h)—f(x)
h— 0 h
22
h— 0 h
2
:”m)c{+2xh+h /
h—0 h
i K(2x+h)
h— 0 h/
=lim(2x+h)
h— 0
=2x+0=2x tir.
Not:

h'li tirev formiliindeki mantik su sekildedir:

X, konumundan h birim yukari ¢iktigimizi distinelim.

f(x, +h) goruntasi ile f(x,) gdriuntlsi arasindaki
fark, bize y'deki degisimi verir.

hise x'ler arsindaki mesafedir.

ikisinin oraninda h'yi 0 a gotirirsek, x, noktasinda
tarev almisg oluruz.

Ornek:
f(x)=x ise f'(4) nedir?

Cozim:
f'(x) = lim fix+h)—flx)
h— 0 h
. AIX+h —\/;
=lim———
h— 0 h
()
. X+h—x
=lim
rHoh(\/x+h +\/;)

1
_\/x+0+\/;

1
= tir.
2Jx
1 1
fl4)=—F—==—=— tir
@ 24 22 4

Not:
Sorularda turevin limit gosterimleri farkh sekillerde

ortaya cikabilir. Bizim bunlari, bildigimiz formlara

cevirmemiz gerekebilir.

Ornek:
f(=2)=6 vef'(-2)=4ise lim ) +6 kagtir?
x>-2 3x+6
Coziim:
lim —f(x)+6 _ lim —(f(x)—6)
x>-2 3x+6 x— =2 3(x+2)
f{-2)
fx)- 6
=—l lim L
32 x+2
:—1 lim M
32 x—(-2)
1
=—_f{=2
3 (=2)
=—— tir.
Ornek:
£10)=6 ise lim X yocer
x— 0 Zx
Cozim:
—1||mwz_lhm f(X)—f(O) :_f (0)
2 x>0 X 2x=0 x—-0 2
:—9=—3 tar.
2
veya;

x yerine h kullanalim.
—llim f(x)—f(0) :—Elim f(h)—f(0)

2x>0 X 2h>0 h
1 —
_ 1. f0+h-f(0)
2h>0 h
o 1m0 T0g)
Poo ks I h
fl
MO0 g
2 2
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Tiirev Alma Kurallari
Sabit fonksiyonun tiirevi 0 dir. Ciink{ bir degisim

yoktur.

Ornek:
f(x)=-5 ise f'(x)=0 dir.
f(x)=log,8 ise f'(x)=0dir.

Genel Tiirev Kural
k ve n birer gercel sayl olmak Gzere,

x" in tiirevi nx"* dir.
Yani, is basa ¢carpim olarak gelir.

Mevcut Us de bir azaltihr.

If(x) =kx" ise f'(x)=knx"" dir.

Ornek:
f(x)=x> ise f'(x)=3x*dir.
f(x)=3x* ise f'(x)=12x> tar.

f(x)=x? ise f'(x)=-2x"" tir.

: I
) = x ise f'(x)=(X2J':%x 2=%i:_1 tir.

f(x)j—g ise f'(x)=(2x*)'=—6x " =—— tir.
f(x)=x ise f'(x) =1 dir.

f(x)=4x ise f'(x)=4 tir.

f(x)=1 ise f'(x) =0 dir. (Sabit Fonksiyon)

Ornek:
f(x) =x" ise IimM kactir?
2 Ix—4

Coézim:
I e B T . B 17T
=2 Ix—4 22 x—2 2
f'(2) yi bulahm.
f(x)=X4 ise f'(x):4x3 tur. f'(2)=423 =4.8=32 dir.
_lf‘(z):—2=—16 buluruz.

2 2

Toplama ya da Cikarmada Tiirev
f(x) ve g(x), tirevlenebilir fonksiyonlar olsun.

[fx)+gx)]' =f'(x)+g'(x) ve

[fx)-gx)]' =f'(x)-g'(x) tir.

Yani, toplama ya da ¢ikarmada ayri ayri tirev
alabiliriz.

Ornek:

f(x)=x*+2x ise f'(x)=2x+1 dir.
dy
dx

y=x>—x+5 ise —=3x*-1dir.

y=x7 +xise y'=-2x"+2x tir.

y=2t"+tise g—y 0 dir. (y fonksiyonunda x degis-
X

keni olmadigi icin, sabit terim gibi islem gorir.)
d
y=2t"+tise d—Z=4t+1 dir.

{j—\: demek, t ye gore tirev al demektir.]

Ornek:

f(x) =ax® —ax® ve f'(2) = 24 olduguna gbre, a kactir?
Cozim:

f'(x) = 3ax* — 2ax

f(2)=12a-4a

24=8a = a=3tlr.

Carpimin Tirevi
f ve g tlrevlenebilir iki fonksiyon olsun.

(fg)="f.g+fg" dir.
Yani,
Birinci fonksiyonun tiirevi carpi ikinci fonksiyon +
Birinci fonksiyon ¢arpi ikinci fonksiyonun tirevidir.

Ornek:
f(x)= (" +x)(x° - x) ise f'(1) kactir?

Coziim:
£10x) = (¢ + %) = %)+ (x> +x).(* =x)’

= (2x+1).0¢ —x)+ (x* +x).(3x* —1) dir.
f1(1)=3.0+2.2

=4 tir.
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Not:

Carpimin turevinde, toplama ya da ¢ikarmada oldugu
gibi ayri ayn tirev alamayiz.

Ornek:

f(x) = (x* —1).x* olsun.
f'(x) = 2x.x* + (x* —1).2x
fi(2)=2.2.4+3.4=16+12=28dir.

f'(2) yi bulalim.

Ayri ayri tirev alip, carpmak hatali olur. Deneyelim.
x* —1in tiirevi 2x tir.
X nin tiirevi 2x tir.

2x.2x=4x* buluruz.

x=2 yazarsak 4.2° = 4.4 =16 olur. (Ama 28 olmaliyd)

Not:
Bazen, carpimin tirev kuralini uygulamak yerine

asil fonksiyonu acarak yapmak daha kolay olabilir.

Ornek:
f(x)=(x* - 1)(x* +1) ise f'(3) kactir?

Coziim:

f(x)=x* -1 olarak yazabiliriz.
f'(x) = 4x> tir.

f'(x)=4.3° = 4.27 =108 dir.

Carpim kuralini uygulasaydik
f(x) = 2x.(x* + 1)+ (x* —1).2x
f'(3)=6.10+8.6

=60+48

=108 buluruz. {(Daha ¢ok islem var)

ikiden Fazla Fonksiyon Carpiminda Tiirev
ikiden fazla carpimda da tiirevin carpim kuralini

uygulayabiliriz. Sirasiyla birisinin tlirevini alip,
digerlerinin tiirevsiz halleriyle carpacagiz.
Sonra hepsini toplayacagiz.

Ornek:

fQ)=4, f(2)=3
g2)=2, g'(2)=1
h(2)=0 h'(2)=-1

f(x).g(x).h(x) carpiminin x =2 noktasindaki tiirevi
kactir?

Cozim:

(f.gh)'=f'.gh+f.g"h+fgh' dir.
(f.gh)'(2)=1'(2).8(2).n(2) + f(2).8'(2).n(2) + (2).g(2).h'(2)
=3.2.0+4.1.0+4.2.(-1)

=0+0+(-8)

=-8dir.

Boliimiin Tirevi
f ve g tlirevlenebilir iki fonksiyon olsun.

(1).Tots
g g

Ornek:

x—2 . N \
fix)=— 2 olduguna gore, f'(0) kactir?
X

Coziim:

1.(x* +4)—(x—2).2x
(x* +4)°

4-0

1
f(0)="—==tr.
16 4

f'(x)=

Fonksiyonun Kuvveti Alindiginda Tiirev
n bir gergel sayl olmak lzere,

y=[f(x)]" in tirevi y'=n.[f(x)]"".f'(x) tir.
Yani, x" gibi tlirevini aldiktan sonra ayrica igerdeki
fonksiyonun da tlirevini alacagiz.

Ornek:
f(x)=(x*-2x)> olduguna gore, f'(~1) kactir?

Coziim:

www.matematikkolay.net



f'(x) =3(x* —2x)*.(2x—2) dir.
f'(-1)=3.(1+2)°.(-2-2)
=3.9.(-4)
=-108 buluruz.
Ornek:

1
f(x) = ——— olduguna gore, f'(2) kactir?
X +x—-1
Coziim:
f(x)=(x*+x-1)"

f'(x)=-1(x* +x—-1)*(2x +1) dir.

2x+1
f'(z)z_%
(x*+x-1)
5
(4+2-1)
__>
25
1
=—— buluruz.
5
Ornek:

f(x) = vx* —2x olduguna gore, f'(4) kactir?

Cozim:

f(x) = (x2 - 2x)%

f'(x)= ;(xz - 2x)_ : (2x-2)

f'(x)zl (2)(—2)1

2()(2—2x)E
f'(x)z\/% dir.

X —£ZX

3 3 3 32

F(4)= ===
@ Ji6-8 8 2(%]5 a
Not:

Karekdk icin sunu yazabiliriz (Pratik olmasi igin).

m in tlrevi = ;L]:((i) tir.

Ornek:

f(x)zﬁin tlrevi 22 x-1

= tir.
WX -2 X -2x

Not:
Kokll ifadelerin dereceleri 2 den farkliysa, Gsli ifa-

delere ¢evirip tiirev alabiliriz.
Onlar icin de tiirev kural var ama'bu asamada
ezberlemeye gerek gérmiyoruz.

Ornek:

f(x)=VYx*+x-3 ise f'(5) kactir?

Cozim:
f(x)z(x2+x73)5
1 1 2 7%
f(x):g(x +x—3) (2x+1)
f(x) = 2x+1 i
3(x? +x—3)°
2x+1
filx)=———o s
33(x* +x—3)°

11

3%/(25+5-3)°

11 11 11 11
= =— buluruz.

T 3377 3y 33 27

dir.

f(5) =

Bileske Fonksiyonun Tiirevi
f(x) ve g{x), turevlenebilir fonksiyonlar olsun.

(fog)'(x) = [f(g(x))]' = f'(glx)).g'(x) tir.

Yani, [f(x)]" gibi, tirevini aldiktan sonra icerdeki

fonksiyonun tlrevini de carpim olarak yaziyoruz.

Ornek:
fix)=x*-1 ve g(x)=x" olduguna gore, (fog)'(2)
kactir?

Coziim:
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(fog)'(2)=f'(g(2)).g'(2) dir.

f'(x) = 2x tir.
g(2)=2°=8dir.
f'(g(2))=2.8=16 dir.| Buna gore,
g'(x)=3x’
g'(2)=12 dir.
(fog)'(2)=f'(g(2)).g'(2) =192 buluruz.
—— =
16 12
Ornek:

f(x* —8)=x*—1 ise, f'(—7) kactir?

Cozim:

f(x* —8)=x*-1 iki tarafin tirevini alahim.

(3%%).f'(x> — 8) = 2x x =1 yazalhm.
3f(-7)=2
2
f'(=7)=— tlr.
(=7) 3

Tiirevde Zincir Kurah

y =f(u), u=g(t) ve t =h(x) olsun.
dl:dl%ﬁ olarak bulabiliriz.
dx du dt dx

Ornek:

y=u’

u=v'-17

v=+x olduguna gore, ;jy kactir?

X
Xx=9

Cozim:

dx du dv dx

1
:2u.3v2._

24
Xx=9icin v=3tar.
v=3icinu=27-17=10 dur.
1
=710.3.9-——
Z.5

=90 buluruz.

ikinci Mertebeden Tiirev

J

Bir fonksiyonun tirevinin bir daha tlrevini
alirsak ikinci mertebeden tarevini almis oluruz.
d*(f(x)

Bu durum y", f"(x) veya >
dx

olarak gosterilir.

Ornek:
f(x)=x* +2x* +x olduguna gore, f"(1) kactir?

Cozim:
f'(x)=3x*+4x+1 dir.
f'(x)=6x+4 tir.
f"(1)=6+4=10dur.

Not:
Bir fonksiyonun ¢ift katl bir kokii varsa,

1. tlrevinin de bir kokudir.
Ugtincii dereceden kokii varsa, hem birinci
hem de ikinci dereceden de kokl olacaktir.
... Bu sekilde ilerletebiliriz.

Ornek:
f(x)=(x—2)* ise f'(x)=2(x—2) dir.
x =2 degeri f'(x) in kokudlr.
g(x)=(x—1)* ise g'(x)=3(x—1)* dir.
g"(x)=6(x—1) dir.
= x=1degeri g'{x) ve g"(x) in kdkuddr.

Tiirevin Varligi Ve Siireklilik
Limit gibi, bir noktada sagdan ve soldan tiireve

bakilabilir.
flx) ~f(@) _

Soldan Tirev = lim f'{a™)
x—>at X—a
f(x)—f
Sagdan Tirev = lim M:f‘(a") dir.
x—>a X—a

Bir noktada tiirev var, diyebilmemiz igin fonksiyon
0 noktada tamimhve siirekli olmali ayrica soldan ve

sagdan tiirevler birbirine egit olmalidir.

Ornek:

www.matematikkolay.net



242 <1
f(x) = X X
3x Xx>1

fonksiyonu veriliyor, f'(1) var midir?

Cozim:
Sureklilige bakalim.
f'17)=1+2=3tir.
f'(1)=1+2=3tur. ; x=1 noktasinda siireklidir.
f'(1")=3.1=3 tir.
Soldan ve sagdan tlrevlere bakalim.
1 iginf'(x)=2x=2dir.
1 Esit degil. Turev yoktur.
1% icin f'(x) =3 tir.

Not:
Sartlar dustnaldagiinde en agir sart, turevlilik

sartlaridir. Yani bir fonksiyonunun x = a da tirevi
varsa, Bu fonksiyon x=a da,

* Limiti vardir. (Sagdan ve soldan limitler esittir.)
* Tanimhdir.

* Sureklidir.

* Sagdan ve soldan trevleri birbirine esittir.

Bunlardan biri bile saglanamazsa tlirevi yoktur.

Ornek:
f(x)=vx—-2++/4—x olduguna gére, f(x) in hangi
aralikta tlrevi vardir?

Cozim:

f(x)=vx—2++4—-x = Tanim araligi [2, 4] arahgdir.

xz 2 X< 4

Tlrev aldigimizda,

f'(x)= olur.

1 1
20x—2 2Ja-x
Paydayi O yapacak degerleri yazdigimizda fonksiyo -
nun tlrevi reel bir saylya esit olamaz. Bu sebeple
x =2 ve x =4 degerlerinde de tiirev yoktur.

Tanim kiimesindeki diger noktalarda ise soldan
ve sagdan tlirev ayni gelecektir.
O halde, f(x) in (2, 4) araliginda tiirevi vardir.

Not: Bir fonksiyonun olabilecek en genis tanim
araligindaki ug noktalarinda tiirevi olmaz.
Ornek: Vx—1 inx=1 de tiirevi yoktur.
Ornek: [2, 3] araliginda tanimli \/E inx=2de
turevi vardir.
(x =2, olabilecek en genis tanim araliginin ug
noktasi degildir.)

Not:
y f(x) in x=a nokta-
f(x) sinda turevi yoktur.
\\OJ Clnkd fonksiyon
tanimli degildir.
3 X
Y f(x) in x=a nokta-

sinda tlrevi yoktur.
Clnkil fonksiyon

strekli degildir.

Y f(x) in x =a nokta-

\ a / f(x)

sinda tlrevi yoktur.
Clnki soldan ve

sagdan farkli tlireve

(egime) sahiptir.

Not: Grafiklerde sivri uc, kirikhk, kdse goriiyorsak
buralarda direkt tiirev yok diyebiliriz.
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v f(x) in x=a nokta-
sinda tirevi vardir.
\ 0 Kink uglarda oldugu

a

X gibi burada sert egim

gecisi olmamistir.

Mutlak Degerli Fonksiyonlarda Tiirev
Mutlak degerin igini 0 yapmayan noktalarda,

bulundugu bdlgeye gbre, fonksiyon mutlak degerin
disina alinir ve tirev uygulanir.
Ancak, mutlak degerin igini O yapan noktalar kritik
noktalardir. Bu noktalarda sagdan ve soldan tiireve
bakilip, ¢yle karar verilmelidir.

Ornek:
f(x):|x3—8| dir. f'(1), f'(3), f'(2) degerlerini bulunuz.

x=1icin [x*’—8| =—x>+8 olarak disari ¢ikar.

icerisi negatif
Tirev alirsak = —3x° olur. O halde, f'(1)=-3 tir.

x=3i¢in |x’—8| =x>—8 olarak disari cikar.

icerisi pozitif

Tirev alirsak = 3x? olur. O halde, f'(3) =27 dir.
x =2 degeri, mutlak degerin igini O yapiyor.

Bu nedenle soldan ve sagdan bakalim.
x=2"icin —x>+8 olarak disari cikar.

= Tirevi —3x" =-12dir.
2

x=2"icin x*—8 olarak disari ¢ikar.

= Tirevi 352 =12 dir.
2

Farkh oldugu icin f'(2) yoktur.

F0= | - 8]

f f I | f = X

-2 -1 1 2 3 4

Grafik olarak dustndigumizde x=2 de sivri ug

vardir Burada tirev olmayacaktir

Not:
Mutlak degerin icini O yapan kok, birinci dereceden

bir kdk ise orada tirev yoktur.
Eger 2 veya daha fazla dereceden bir kdk ise, orada
turev vardir ve O dir.

Ornek:
f(x) =[x +2| fonksiyonunda f'(~2) yoktur.

g(x) =‘(x+2)2’ fonksiyonunda g'(—2) vardir ve 0 dir.
h(x):’(x+2)3‘ fonksiyonunda h'(—2) vardir ve O dir.

Ornek:
a bir reel sayi olmak Ulzere,

f{x)= ‘xz +ax+ 4| fonksiyonu tiim reel sayilarda

tlrevli ise, a'nin alabilecegi deger araligini bulunuz.

Cozim:

Mutlak degerin birinci dereceden bir koki olmazsa
reel sayilarda tirevli olur.

Yani, ¢ift kath kokl olabilir ya da hi¢ kdki olmayabilir.
O halde, A<0 olmalidir.

a’-4.1.4<0

a’-16<0

a’<16

—4<a<4 araliginda olmalidir.
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L’hospital
Limit alirken % belirsizligi ile karsilagiyorsak,

Pay ve paydanin ayri ayri tlirevini alip limit
hesaplayabiliriz. (B6limin tlrevi degil.)
L'hospital kurali olarak gecen bu kural, miifredatta

yer almiyor. Ancak bilinmesinde blylk yarar vardir.

Ornek:
lim x2+—x—2 limitinin degeri kagtir?
x— 1 \/;,1 ’
Cozim:
2
x*+x-2 0 ..
x=1igin ——— =— belirsizligi
Jx-1 0

L'hospital yapalim.

. 2x+1
Pay ve paydanin tiirevini alirsak olur.

2Jx

=6 buluruz.

2+1
x=1yazalm. = ] =

N R w

2

Tirevin Fiziksel Yorumu
Yol fonksiyonunun 1.tlirevi bize anlik hizi verir.

= v(t)=s'(t) dir.
Bir daha tirev alirsak, anhk ivmeyi buluruz.
a(t)=v'(t)=s"(t) dir.

Ornek:
Bir aracin t saniyede aldigi yol metre cinsinden

s(t)=2t>—t* esitligi ile veriliyor. Buna gére,
Aracin 3.saniyedeki hizini

Aracin 3.saniyedeki ivmesini

Aracin ilk 3 saniyedeki ortalama hizini bulunuz.

Cozim:

Anlk hiz=s'(t)=6t> -2t dir.
t=3i¢ins'(t)=6.9-6=54—6=48 m/sn dir.
= 0O halde, 3.saniyedeki hizi 48 m/sn dir.

ivme =s"(t)=12t -2 dir.
t=3icin s"(t)=36—-2=34 m/sn’ dir.

= O halde, 3.saniyedeki ivmesi 34 m/sn” dir.

Toplam Yol
Not: Ortalama Hiz= — —Pam 10

Toplam Zaman

s(3)-s(0)
3-0

ilk 3 saniyedeki ortalama hiz=

:@:§:15 m/sn dir.

Tlirevin Geometrik Yorumu
Bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevi, ayni noktadan

cizilen teget dogrusunun egimine esittir.

Ornek:
y =x* +x egrisinin x = 1 noktasindaki tegetinin egimini
bulunuz.

Cozim:
y'=2x+1dir.
x=1iginy'=2+1=3tir. (Tegetin egimi)

Ornek:
y =X —x egrisinin x = 2 noktasindaki tegetinin

denklemini bulunuz.

Coziim:
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y'=3x"—-1dir.

x=2iciny'=12+1=11 dir. (Tegetin egimi)
Teget noktasini bulahm.
Xx=2iginy=8-2=6dur.

(2, 6) noktasindan gegen ve egimi 11 olan dogru

y—-6=11(x-2)
y—6=11x-22
y=11x—16 dir. (Teget dogrusu)
y
II
9+ r_
g4 Tedet
74 dogrusu
6 4
5 4
4 .
3 4
2 _
Fo)=x -x_ 1
<+ X
-1 -1+

Artan Ve Azalan Fonksiyonlar
f(x), [a, b] araliginda tanimli bir fonksiyon olsun.

X, ve x, (a,b)araliginda birer nokta olmak uzere,

Her x, <x, igin

f(x,) <f(x,) saglaniyorsa
[a,b] araliginda

f(x) artandir.

Her x, <x, igin
f(x,) > f(x,) saglaniyorsa

[a,b] araliginda

f(x) azalandir.

~<

Her x, <x, i¢in
e f(x,)=f(x,) saglaniyorsa
[a,b] araliginda

f(x) sabittir.

Tirevlenebilir Fonksiyonlarda Artanlik-Azalanhk
Durumlari

f(x) [a,b] araliginda tanimli, tiirevli bir fonksiyon
olsun. Her x €(a, b) igin

f'(x)> 0 ise [a,b] araliginda f(x) artandir.

f'(x) <0 ise [a,b] araliginda f(x) azalandir.
f'(x)=0 ise [a,b] araliginda f(x) sabittir.

Ornek:
f: R—>R olmak lUzere,

f(x) = 2x> —21x* + 60x — 8 fonksiyonunun azalan,
artan oldugu en genis araliklari bulunuz.

Cozim:

f'(x)=6x>—42x +60 tir.

isaret tablosu olusturalim.
6x*—42x+60=0  6'ya bolelim.

x> —7x+ 10 =0
(-2)(-5)

(x—2)(x-5)=0

= x=2ve x=5 te isaret degisecek.

Baskatsayisi pozitif = sagdan + ile baslayacagiz.
Tabloyu olusturalim.

f'(x) +(J)— (I)+
fo| 7| > |7

Artan  Azalan Artan

f(x) in turevi (2, 5) araliginda negatif oldugu igin
f(x) fonksiyonu [2, 5] araliginda azalandir.

(o0, 2] ve [5, ) araliklarinda ise f(x) artandir.

Eger merak ederseniz, fonksiyonun grafigi asagidaki
gibidir:

Ornek:
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f(x) = x> —6x* +ax -8 fonksiyonu daima artan ise

a nin alabilecegi deger araligini bulunuz.

Cozim:

Daima artan olabilmesi icin, tlrevi stirekli pozitif
olmalidir. (Noktalar sinirli sayida ise tlirev ara nok -
talarda 0 da olabilir.)

f'(x)=3x*—12x+a

Bu ifadenin higbir sekilde negatif olmamasi lazim.
Bagkatsayisi pozitif.

O halde, bu ifadenin iki farkl koki olmamahdir.
Yani A <0 olmalidir.

144-4.3.a<0

144-12.a<0

144 <123

12<a = anindeger araligi [12, «) olmahdir.

a nin gesitli degerleri igin, agagida bir kag drnek
grafik cizilmistir. Merak ediyorsaniz, inceleyebilir -

siniz.

¥ a=12 iken Y

a =18 iken (Sinir deger)
F=x" —6x] +ax-8 Flx)=x' - 64 +ax-8
22
€
% x
2

a=2 iken

(Daima artan degil)
f(x)=x3 - 6x/‘+ ax-8

2
[\

Azary
&
&

Not:
Tek bir noktada tlirevin 0 olmasi, artanlk ya da

azalanlig bozmaz.

Ornek:

f(x) = (x—1)° fonksiyonunun artanlik azalanlk duru-
munu inceleyiniz.

Cozim:

f'(x)=3(x — 1) dir.
x =1 koki cift kath koktir.
isaret tablosunu cizelim.

Y

Fx)=(x- 17
ks
3
Vg‘

Fi(x) + i +

fa| 7 7

f(x) daima artandir. (—oo, =)

Ekstremum Noktalar

4 Ada, f(a)) f(x), x=a noktasinda,
hemen yanindaki
noktalara gére daha

biiylk deger aliyorsa

bu nokta bir yerel

maksimum noktasidir.

~

f(x), x =b noktasinda
N hemen yanindaki
noktalara gore daha

B(b, £45)) klicUk deger aliyorsa

bu nokta bir yerel

minimum noktasidir.
Yerel maksimum ve yerel minimum noktalarina

genel olarak ekstremum noktalar denir.

Ornek:
y
Yerel
maksimum
Yerel
f(x) maksimum

.
Yerel
mihimum

Yok
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Not:
Tanim araligl kapali sekilde belirtiliyorsa,

sinir noktalar, birer yerel maksimum veya yerel
minimum noktasidir.
Acik aralik olursa, birer ekstremum nokta olamaz.

Ornek:
y
Yerel
maksimum
3
Yerel

maksimum

-1 1 4

Yukarida [-1, 4] arahginda tanimlanmis f(x) fonksi-
yonunun 3 tane ekstremum noktasi vardir.

(2 tane yerel maksimum, 1 tane yerel minimum)
Not:
Ektremum noktalar icin tlrevin varligl, olmazsa olmaz

bir sart degildir.

Ornek:

Yerel
maksimum
(Tlrev Yok)

rd

Mutlak Maksimum Ve Mutlak Minimum
Bir fonksiyonun tanimli oldugu aralikta, en

blylik degerini aldigl noktaya mutlak maksimum
noktasi, burdaki degerine ise mutlak maksimum

degeri denir.

Bir fonksiyonun tanimli oldugu aralikta, en kiigik
degerini aldigl noktaya mutlak minimum noktasi,
burdaki degerine ise mutlak minimum degeri

denir.

Dogal olarak, bu noktalar (eger varsa), ekstremum
noktalardan olacaktir (Sinir degerlerin de birer
ekstremum nokta oldugunu unutmayalim).

Ornek:
Mutlak
Maksimum
f(x)
\\ /
Mutlak

Minimum

Not:

Fonksiyonun mutlak maksimum veya mutlak
minimum noktalarini kesin olarak belirleyemiyorsak,
fonksiyonun mutlak maksimum veya mutlak mini-
mum noktasi yoktur.

Bu sebeple tanim araligl, a¢ik aralik sekilde veya
sonsuz olarak belirtilen durumlarda mutlak mak-
simum veya mutlak minimum noktalari olmaya-
bilir.

Ornek:

2 . 5 8

. 1
Fonksiyonun en kiigiik degeri {1, 5} noktasinda ger-

1
ceklesiyor. Bu sebeple mutlak minimum degeri E dir.

Ancak, mutlak maksimumu net belirleyemiyoruz.
Fonksiyon, en biiylik degerini 10'a yakin bir yerlerde
aliyor ama buradaki nokta net degil. Bu sebeple
mutlak maksimum degeri yoktur.
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Tiirev ve Ekstremum Nokta
f(x) fonksiyonun ekstremum noktada tirevi varsa,
bu noktada turevi O dir.

Ornek:

f(x)

1

Yerel Minirnum
f(x) = x> — 2x fonksiyonunun x =1 de ekstremum nok -
tasi vardir. Tirevine bakalim.

f'{x)=2x -2 dir.

f'{1)=2-2=0dr.

Ekstremum noktada tlirev varsa, O dir.

Not:
Tlrevin 0 oldugu tek katl kdklerde yerel ekstremum

nokta vardir (Cift katl koklerde degil).

Ornek:
f(x)=(x—1) ise f'(x)=2(x-1)=0
= x =1 de ekstremum nokta vardir.

h(x) =(x—1)* ise h'(x)=3(x-1)° =0
— x =1 de ekstremum nokta yoktur.

hix)
£(x)

Ekstremum yok
1
\l{ x
Yerel Minimum

Fonksiyonun artanliktan azalanliga (/"\)

Not:

gectigi yerde yerel maksimum noktasi
Fonksiyonun azalanhktan artanliga (\;/‘)

gectigi yerde yerel minimum noktasi vardir.

Ornek:

2
Reel sayilarda taniml f(x) = x° —9%—12x+19 fonksi-

yonunun yerel minimum ve yerel maksimum nokta-

larini bulunuz.

Cozim:
Sorudaki fonksiyon, polinom fonksiyon oldugundan
tlim reel sayilarda tiirevli bir fonksiyondur.
Bu sebeple tirevin 0 oldugu noktalara bakabiliriz.
f'(x)=3x*>-9x—12 dir.
3x* —9x—12 =0 yapan x degerlerini bulalim.
x*—3x— 4 =0

-4.1
(x—4)(x+1)=0 dir.
x =4 ve x =-1 koklerdir (Tek kath kokler)
Hangisinin yerel maksimum, hangisinin yerel mini-
mum nokta olduguna karar vermek icin, isaret

tablosuna bakalim.

4
£1(x) + (JJ - (ID +
fo| 7 N T

Yerel Yerel
maksimum  minimum

Artanlik, azalanhk degisim noktalarina bakarak,
x =—1 de yerel maksimum, x =4 te yerel minimum

nokta olacagini sdyleyebiliriz.

x=-1icin f(x):—1—§+12+19
51
=— dir.
2
51 .
= [1, 7} noktasi (yerel maksimum)

x=4i¢in f(x)=64-9.8—-48+19
=37
= (4, —37) noktasi (yerel minimum)
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Merak ederseniz, fonksiyonun grafigine asagida
bakabilirsiniz:
y

Yerel Maksimum
(Tarev=0 dir.)

f(x)

Yerel Minimum
(Tdrev=0 dir.)

Ornek:

x4

f(x) :I—xa —2x* +12x fonksiyonunun en kiigiik

degeri kactir?

Coziim:

Tlrevinin 0 oldugu noktalara bakalim.
X’ —3x"—4x+12=0
x*(x—3)—-4(x—-3)=0

(x*—4)(x—3)=0

(x—2)(x+2)(x—3)=0

isaret tablosunu olusturalim.

F1x) _(J>+<]>—(J>+
FO | N | 7 | S 7

N NN
Yerel Yerel  yerel

minimum MRS minimum
mum

Fonksiyon, —c da ve <« da yiiksek degerlerde.

Dolayisiyla minimum degerinin, yerel minimum
noktalarinda olmasini bekleyebiliriz.
Xx=-2igin f(x)=4+8-8-24=-18dir.

81 45
x=3icin f(x)=7727718+36=7 tar.

O halde, en kiiglik degeri —18 dir.

Eger merak ederseniz, fonksiyonun grafigi asagidaki
gibidir:

f(x)

(-3, 18)

Polinom Fonksiyonlarin Grafigini Cizerken Tiirevi
Kullanma

Fonkisyonlarin grafikleri gizilirken,

1. Tanim araligina dikkat edilmelidir. Polinom fonk -
siyonlarda, aksi belirtiimedikge tanim kiimesi
tlim reel sayilardir.

2. Eksenleri kesen noktalar belirlenir. Hem x =0 igin

y degeri, hem de y =0 1 saglayan x degerleri bulu-

nur.

Not: Tek katli kdkler x eksenini keserek diger
tarafa geger. Ancak, cift katli kdkler x
eksenine teget olur ve karsi tarafa

gecmezler.

3. Tarev yardimiyla, isaret tablosu olusturulur.
Buna bakilarak artanlik, azalanlik durumlari ve
ekstremum noktalari belirlenir.

Ornek:

Reel sayilarda tanimli f(x) = 3x — x> fonksiyonunun

grafigini giziniz.

Coziim:
Eksenleri kesen noktalarla baslayalim.

3x-x*=0

x(3-x*)=0

x(V3-x)(v3+x)=0 = x ekseninix=—/3, 0 ve
V3 te keser.

Hepsi tek kath koktir.
x=0icinf(x)=3.0-0°=0-0=0 dr.

O halde, f(x) orjinden gecgecektir.

Bir de tlrevini inceleyelim.

f'(x) =3 -3x* dir.
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0 yapan degerleri bulahm.

3(1-x*)=0 = x=-1ve 1dir.
f(-1)=3.(-1)— (-1’ =-3+1=-2 dir.
f(1)=3.(1)- (1) =3-1=2 dir.

Simdi isaret tablosu yapalim.

En blylik dereceli terim negatif oldugu igin
sagdan — ile baslayacagz.

F1(x) S0 o+ O -
FOI | 7 | ™

Yerel Yerel
minimum maksimum

Simdi grafigi cizebiliriz.
x=—o0 dan —1 e dogru sirekli azalarak gelecek.

Buaradax= —\/5 te x eksenini kesecektir.
(-1, —2) noktasi yerel minimum olacaktir.

x=-1den 1 e dogru sirekli artarak gidecek.
Bu arada orjinden gececektir.

(1, 2) noktasi yerel maksimum olacaktir.

x =1 ten sonra ise surekli azalacaktir.

Bu azalma sirasinda da x eksenini \/5 te kesecektir.

Y

Yerel
Maksimum

(1, 2)

S

(-1, 2)
Yerel f(x)
Minimum

Not:
Reel sayilarda tanimh daimaartan ya da daima

azalan fonksiyonlar birebir ve 6rten fonksiyon
olurlar.

Reel sayilarda taniml bir fonksiyonun daima artan
ya da daima azalan olmasi igin bir fonksiyonun
ekstremum noktasi olmamahdir.

Ornek:
f:R—R ve a bir reel sayi olmak {zere,

f(x) = x> —6x* +ax—9 fonksiyonu birebir ve drten
olduguna gore, a degerinin alabilecegi deger araligini
bulunuz.

Cozim:

f'{x) icin A <0 olmalidir. (Ekstremum nokta olmamah)
f'(x)=3x* —12x+a dir.

A <0 olmal

144-43.a<0

144-12a<0

144 <12a

12<a = [12, ») araliginda olmalidir.

Merak ederseniz, fonksiyonun grafigine asagidan

bakabilirsiniz:

b ()

a=18 iken

@5‘
Fd
5 @
® &
IS

a=12 iken

(Sinir deger) y

S o@®
’A’b(‘f"'lo«
A
6”;\(2‘)\
N

X

a=9 iken
F(x)

x
W

(birgg; Atan gou
i - U8,
r de?f’) gif
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Maksimum Minimum Problemleri Cozim:

Maksimum-minimum problemlerinde ilk dnce

istenen ifade, bir degiskene gore fonksiyon olarak "H‘H’

yazilir. A D
Daha sonra tiirevi 0'a esitlenerek maksimum ya da

minimum degeri verecek degiskenin ka¢ oldugu X X
bulunur.

B 36 - 2x C

|AB|=x dersek, [DC|=x olur.

Ornek:

2x+y =6 olduguna gore, x.y carpiminin en biiyiik [BC|=36—2x kalr.
A(ABCD) = x.(36 — 2x)

=36x—2x> cm? dir.

degeri kactir?

Coziim: Tilrevini 0'a esitleyelim.

2x+y =6 verilmis. 36-4x=0

y=6-2x tir. x=9 cmdir.

O halde, x.y =x.(6—2x)=6x—2x" olarak yazabiliriz. .

Tiirevini 0'a esitleyelim. X |z J) =
fool -

3
6—4x=0 = XZE dir.

o 7| S

3
X |- 2 @« Yerel
J) maksimum
flool  + - 3
x =9 igin en blylk degerini alacktir.
FOl 7 | N 36x —2x* =36.9—2.81=324-162 =162 cm’ buluruz
7N
Yerel
maksimum

3
X= 5 icin x.y carpimi en bayiik degerini alacktir.

6x—2x2:6-§—2-2:9—2:2buluruz. Ornek:
2 4 2 2
Y
e
9
Ornek:
A D _3 3
/ 0
Yukandaki sekilde, d dogrusu ve eksenler arasinda
bir dikddrtgen olusturulacaktir. Bu dikdértgenin
B C

. - N alani en fazla kag br” olur?
Sekildeki ABCD dikddrtgeninin bir kenari duvar

tarafindan, diger 3 kenariise 36 cm uzunlugunda
bir ip ile olusturulmustur. Buna gére, ABCD dikdort -

geninin alani maksimum ka¢ cm® olur?
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Cozim:

y
v
9
P
9-3a
_3 a %
/ -a 0

ilk ®nce dogrunun denklemini yazalim.

X
_+1:1

39

—-3x+y=9 dur.

a pozitif bir reel sayi olmak lUzere, P'nin apsisi —a

olsun. Ordinatini bulalim.

-3(-a)+y=9
3a+y=9
y=9-3adr.

Cozim:

8-2x

8-2x

Es karelerin her bir kenarina x cm dersek,

kutunun ayritlari = x, (8 —2x) ve (8 —2x) seklinde

olur.

Hacim=x(8—2x)* dir.

Maksimum deger igin tlirevini 0 a egitleyelim.

* ﬁ
L o PhS

(8—2x)* +x.2.(8—2x).(-2)=0

(8—2x)* —4x.(8—2x)=0
(8 —2x)(8 —2x —4x) =
(8 —2x)(8 —6x) =

Dikdértgenin alani=a(9—3a)=9a—3a’ dir.

4
X =4 ve x=— tur.
Tlrevini 0'a esitleyelim. 3

9-6a=0 = azg dir.

4

3 X |tw 3 P
a=— degerini yazalim. J; (])

2 e |+ - +

27 9 27 27 27
9a-—3a° —-3-=="2-""="" br? buluruz. f
4 2 4 4 Ol 7| | 7

C')rnek: makSImumminimum

4 . .
X =§ olursa hacim maksimum olur.
2 2
g_z.i :i. 8—§
3 3 3
)
3

_ 4256
3° 9
1024

=—"""cm® buluruz.
27

Hacim=

u.)l-l:-

_4
3

Kenarlari 8 er cm olan bir karenin dort késesinden
es kare parcalar kesilerek Gsti acik kare dik prizma
seklinde bir kutu yapiliyor.

Buna gére, kutunun hacmi en fazla kag cm® olur?
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