PARABOL (2.Dereceden Fonksiyonlar ve Grafikleri) KONU ANLATIMI

ikinci Dereceden Bir Degiskenli
Fonksiyonlar

f(x) =ax’ +bx+c

Seklinde ikinci dereceden bir degiskenli
fonksiyonlarin grafiklerine parabol adi verilir.

Ornek:

f(x)=x>—6x—1 fonksiyonunun grafigi asagidaki
gibidir.

¥ f)=x—6x—1

Not: f(x)=ax’ +bx+c paraboliinde a>0 ise kollar
yukari, a< 0 ise kollar asagi dogru olur.

Y

a=0

a<0

Ornek:

f(x) =(m—3)x> +(n+2)x* —=3x+5 fonksiyonunun
grafigi kollari asagi yonli bir parabol ise m+n topla-
minin alabilecegi en blylk deger kactir?

Coziim:

Parabol ise, 3.derece bir terim olamaz. Dolayisiyla
m =3 tdr.

Paraboliin kollari asagiya dogru ise, x* nin katsayisi
negatiftirr. = n+2<0 = n<-2dir.

n tam sayi olarak en fazla —3 olur. O halde,
m+n=3+(—3)=0 olur en fazla.

Tepe Noktasi

Parabolin kollarinin durumuna gore en ylksek
ya da en algak noktasidir.

v

T(r/Kk)

T(r,k)

f(x) =ax’ +bx +c nin tepe noktasi T(r, k) ise,

b
r =—2— dir. Fonksiyonda x yerine r degeri yazilarak
a

k degeri bulunur.

Ornek:

f(x)=—3x*+12x+8 fonksiyonunun tepe noktasini

bulunuz.
Coziim:
b 12
r=——=——=2dir.
2a —6
k=f(2)=-3.22+12.2+8
=-12+24+8
=20 dir.

Tepe noktasi T(2, 20) noktasidir.
Ornek:

f(x) =(a—1)x* —(a+2)x +12 parabolii (3, 9) noktasin-
dan gectigine gore, paraboliin tepe noktasini bulunuz.

Coziim:

(3, 9) noktasi paraboliin bir noktasi olduguna gore,
parabol denklemini saglar. Yerine yazalim.
9=(a—1).3"—(a+2).3+12

9=9a-9-3a-6+12

9=6a-3

12=6a = a=2dir.
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f(x)=(@-1)x* —(a+2)x+12

2 2
=x’—4x+12 dir.
r=——=2 dir.
2

f(2)=2>-4.2+12=4-8+12 =8 dir.
Tepe noktasi T(2, 8) noktasidir.

Not: Parabolin simetri ekseni x=r dir. Yani

b
Simetri ekseni=> x=—— dir.

2a
/ s x=r ' t X=r
E"'(F,k)
\_ | . /NN v
: /
1 T(r,k) :
H i
H

Ornek:

f(x)=x>—8x+4 fonksiyonunun simetri ekseni
-8
X =—7=4 = x=4 dogrusudur.

Ornek:

f(x) =2x* +kx +9 paraboliiniin en kiiciik degeri 7
ise k'nin pozitif degeriigin bu parabolin simetri

eksenini bulunuz.

Coziim:

k .
r=———=——tur.
2.2 4

f(r)=7 ise,
2
2 (—5] +k-(—5j+9:7
4 4
2 2
K K_,
8 4
2 2
k™ —2k _
8

—k* =-16 = k pozitif oldugundan k =4 tir.

2x° +4x+9 paraboliiniin simetri ekseni
b 4

X=——=——=-1 = x=-1dogrusudur.
2a 4

Not:
f(x)=ax’ +bx +c denkleminde A =b* —4ac >0 ise

x eksenini 2 farkli noktadan keser. Clinki 2 farkh

gercek koki vardir. Bu kokler = _bj—\/x dir.
a

y A=0ise

A =0 ise esit (cakisik) iki kokid vardir. Bu noktada da

grafik x eksenine tegettir.

¥ A

Oise

b 11
=

i d
,=

A <0 ise gercek koki yoktur, x eksenini kesmez.

y
A<0ise
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Ornek:

f(x) =x* —4x +m—2 parabolii x eksenini farkli iki nok -
tada kesiyorsa m'nin alabilecegi en bliylik tam sayi
degeri kactir?

Coziim:

A >0 olmalidir.

b’ —4ac>0

(-4 -4.1.(m-2)>0

16-4m+8>0

—4m > 24

m<6 = m'nin en bliylik tamsayi degeri 5 tir.

Ornek:

f(x) = (k —2)x* —kx + 8 parabolii x eksenine teget ise
k'nin alabilecegi degerlerin toplami kagtir?

Coziim:

A =0 olmalidir.

(—k)* —4(k—2).8=0

k*-32(k-2)=0

k> —32k+64=0
b -32

Kokler toplami=——=———=32 dir.
a 1

Ornek:

f(x) =x> —mx +10 parabolii daima pozitif ise, m'nin
en biyuk tam sayi degeri icin, fonksiyonun en kiglik

degerini bulunuz.

Coziim:

Daima pozitif ise, x eksenini hi¢ kesmiyordur.
Yani A <0 olmalidir.

m’—4.1.10<0

m’ < 40

m'nin en blylk tamsayi degeri 6 dir.

Simdi fonksiyonun tepe noktasini bulalim.

b —6
x* —6x +10 paraboliinde r :—2—:——:3 tar.
a

f(3)=3"-6.3+10=9-18+10=1 dir.
En kiguk degeri 1 dir.

Paraboliin Cizimi

Parabol gizerken, a’nin isareti gok énemlidir.
Daha sonra paraboliin eksenleri kestigi noktalar
ve tepe noktasi gibi 6nemli noktalar bulunmaya
galisilir. Bulunan noktalar kullanilarak kabaca
cizim yapihr.

Ornek:
f(x)=x>—4x fonksiyonunun grafigini iziniz.
Coziim:

a degeri, yani x> li terimin katsayisi 1 dir.

Yani pozitiftir. Buna gére parabolin kollari yukari
dogrudur.

ikinci adim olarak paraboliin x eksenini kestigi

noktalari yani koklerini bulalim.

x> —4x=0= x(x—4)=0

= x=0ve x=4 tur.
Grafik y eksenini f(0) degerinde keser.
f(0) =0 oldugundan grafik orjinden geger.
Son olarak tepe noktasini bulalim.

r=—£=£=2 dir.
2a 2
k=f(r)=f(2)=4—-8=—4 tir.

Simdi grafigi cizebiliriz.

T(2,-4)

Ornek:

f(x)=—3x>+6x—7 fonksiyonunun grafigini ciziniz.
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Coziim:

a<0dir. = Parabolin kollari agagi dogrudur.

A'yi hesaplayalim. Eger A <0 ise x eksenini kesmez.
f(x)=-3x"+6x—-7 = A=b’*—4ac=6>—4.(-3).(-7)
=36—-84 =-48 = Kokleri yok, x eksenini kesmez.

f(0)=—7 dir, y eksenini —7'de keser.
Son olarak tepe noktasini bulalim.
b 6
r=——=————=1dir.
2a 2.(-3)
k=f(1)=—3.1+6.1-7=—4 tir. = T(1, —4)

Simdi grafigi cizebiliriz.

y

T(1,-4)

Not:

f(x) =ax’ +bx +c paraboliinde |a| degeri arttika

parabol kollarinin acikligi azalir.

VW

v )—7.\‘]+2

Not:

f(x) = ax” +bx +c paraboliinde ¢ degeri arttikca
parabol yukari 6telenir.

N7

Parabol Grafiginden Fonksiyonu Yazma
1. Tepe Noktasi Biliniyorsa

Tepe noktasi T(r, k) olan paraboliin denklemi
f(x)=a(x—r)’ +k seklindedir.

Ornek:

f(x)

Yukaridaki sekilde paraboliin tepe noktasi (3, —4)
noktasidir.

f(x)=a(x—3)> -4 seklinde bir denkleme sahiptir.
Ayrica, parabol orjinden geciyor. (0, 0) noktasini

saglamalidir.
0=a(0-3)° -4
4 =9a

g:a dir. O halde,

f(x) =g(x—3)2 —4 tir.
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2. Paraboliin Ug Noktasi Biliniyorsa

y eksenini kesen nokta (0, y,) olsun.

f(x) = ax” +bx + ¢ paraboliinde c degeriy, dir.
Paraboliin icinde bulunan (x,, y,) ve (x,, y,) seklinde
iki noktayi daha biliyorsak bunlari denklemde yerine

yazip, denklem sistemini ¢ozeriz.

Ornek:

Grafigi (-1, 13), (0, 3) ve (1, —3) noktalarindan
gecen paraboliin denklemini bulunuz.

Coziim:

(0, 3) noktasi nedeniyle f(x) =ax’ +bx +c parabo-
linde c =3 tir.

f(x) =ax” +bx+3 fonksiyonunda

(-1, 13) = 13=a-b+3 = 10=a-b

(1, -3) = —-3=a+b+3 = —6=a+b topla

4=2a = a=2dir.

10:i;b = b=-8dir.

2

O halde,
f(x)=2x> —8x+3 tir.

Not:

(x,, 0) ve (x,, 0) seklinde x eksenini kesen noktalari
biliyorsak, f(x) =a(x —x,)(x —x,) seklinde denklemi
hemen olusturabiliriz. Ayrica verilen bir noktayi da

bu denkleme yazarak a degerini bulabiliriz.
Ornek:

f(x)

-12

Yukaridaki parabol, x eksenini —1 ve 4' te kesiyor.
f(x) =a(x +1)(x —4) seklinde bir denkleme sahiptir.

(0, —12) noktasindan da gegiyor.
-12=a.(0+1)(0—4)
—12=—-4a = a=3tur. Buna gore,
f(x) =3(x+1)(x—4)

=3.(x*—3x—4)

=3x’-9x—12 dir.

Ornek:

Y12, k)

12

A(6, 0)

f(x)

Yukaridaki grafige gore, TOA U¢genin alanini bulunuz.

Coziim:

12

A(-2/0) O

f(x)

Tepe noktasinin apsisi 2 olduguna gore,

x =2 dogrusu simetri eksenidir.

A(6, 0) noktasinin x =2 ye gore simetrigi (-2, 0)
noktasidir. x eksenini kesen 2 noktayi da biliyoruz.
f(x) = a(x +2)(x — 6) seklindedir.

(0, 12) noktasindan da geciyor.

12=a(0+2)(0-6) = 12=-12a = a=—1dir.
f(x) =—(x+2)(x—6) dir.
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T(2, k) noktasindaki k degerini bulalim.
k=-1(2+2)(2—6)=—-4.(-4)=16 drr.
Ucgenin yiiksekligi 16, tabani 6 birim ise,

6.16
A(TOA) = — = 48 br? dir.

Bir Dogru ile Bir Paraboliin Birbirine Gore
Durumu

y =ax’ +bx +c parabolii ile y =mx+n dogrusu
birbirine esitlendiginde olusan denklemde

A >0 ise iki farkli noktada kesisirler.

A =0 ise dogru, parabole tegettir.

A <0 ise dogru ile parabol kesismezler.

Ortak ¢oziimden gelen x degerleri kesisim
noktalarinin apsisleridir. Daha sonra bu x
dederleri herhangi bir denklemde yerine
yazilarak y dedgerleri bulunabilir.

Ornek:
f(x) =x*> +3x —5 parabolii ile y = x + 3 dogrusu kesi-
siyor mu? Varsa kesisim noktalarini bulunuz.

Coziim:

Denklemleri birbirine esitleyelim.
X +3x—5=x+3
x*+2x—8=0
A=b’—-4ac=2"-4.1.(-8)=4+32=36
A >0 oldugu icin 2 noktada kesisirler.

A'ya bakalim.

x> +2x —8 =0 denklemini ¢dzelim.
(41.(-2)

(x+4)(x—2)=0
= x=—4 ve x=2 'de kesisirler.
Ordinatlarini da bulalim.

x=-4i¢in = y=x+3=-1 dir. = (-4, —1) noktasi

-4

x=2i¢in = y=x+3=5 tir. = (2, 5) noktasi
2

Kesisim noktalari = (-4, —1) ve (2, 5) noktalaridir.

Ornek:

y=4x—5 dogrusu f(x) =x>+mx—4 paraboliine teget
olduguna gore, m'nin alabilecegi degerler toplamini
bulunuz.

Coziim:

Denklemleri birbirine esitleyelim.

x> +mx—4=4x-5
x> +(M-4)x+1=0
(m—4)"-4.1.1=0

Teget oldugundan A=0 dir.

(m—4)* =4

m—-4=2 m—4=-2
veya ]

m=6 dir. m =2 dir.

= m degerleri toplami 6 +2 =8 dir.

Ornek:

f(x) = —x* + x +m parabolii ile y =3x—m dogrusu
kesismedigine gore m'nin en biyuk tam sayi degeri
kactir?

Coziim:

Denklemleri birbirine esitleyelim.
—x*+X+m=3x—m
—x>—=2x+2m=0 A <0 olmahdir.

(-2)*—4.(-1).2m <0
1
4+8m<0 = 8m<4 = m<—E

= m tam sayi olarak en fazla —1 olur.

Ornek:
y=x"—4x+6 paraboliiile y=—2x+14 dogrusu A ve

B noktalarinda kesismektedir. [AB] nin orta noktasi-
nin parabolln tepe noktasina olan uzakhgi kag
birimdir?

Coziim:
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Denklemleri birbirine esitleyelim.
X’ —4x+6=-2x+14
x*—2x -8 =0

(—4).2
(x—4)(x+2)=0 = x=4 ve x=-2 de kesisirler.
A ile B nin orta noktasi C olsun.

4+(-2) _

C'nin apsisi bunlarin ortalamasidir. = 1

C noktasl, dogru lizerinde oldugu icin x =1 yazarak

ordinatini bulabiliriz. y =-2x+14 =12 dir.
'1—/—‘

C(1, 12) noktasidir.

Simdi paraboliin tepe noktasini bulalim.
b -4
2a 2

k=x"—-4x+6=4-8+6=2 dir.
T

C(1, 12) ile T(2, 2) arasi mesafeyi hesaplayalim.
JA—2? +(12-2 =1+10* =\[1+100
=+/101 birimdir.

Ornek:
y=x>—3x+5 paraboliiniin ile y = —x +2 dogrusuna

en yakin oldugu noktanin koordinatlarini bulunuz.

Coziim:

y=-—-x+2

Paraboliin dogruya en yakin oldugu nokta, parabol
ile bu noktadaki tegetinin kesisim noktasidir.
Teget ile y =—x+2 dogrusu birbirine paraleldir.
Dolayisiyla teget dogrusuna y =—x +n diyebiliriz.
y=—x+nile y=x"—3x+5 in ortak ¢dziimiinde

A =0 olmalidir.

X’ =3x+5=—x+n
x> =2x+5-n=0
A=(-2)-4.1.(5-n)=0
4-20+4n=0
4n=16
n=4 tar.
y=x"—3x+5ile y=—x+4 in kesisim noktasini
bulalim.
X*—3x+5=—x+4
x* —2x+1=0
(x—1=0 = x=1 dir.
x:1iginy:—>L-L4:3tUr.
1

= Envyakin nokta (1, 3) noktasidir.

Problem Coéziimiinde Paraboliin
Kullaniimasi

Ornek:

Cevresi 60 m olan dikdortgen seklinde bir bahgenin

alani en fazla kag m’ dir?

Coziim:

y=30-x

y=30-x

Bahgenin farkl kenarlari x ve y olsun.
2(x+y)=60ise = x+y=30 = y=30—x tir.
Alan=x.y =x.(30 —x) = —x* +30x tir.

f(x) =—x> +30x seklinde bir paraboliin tepe noktasini
bulabiliriz.

r= —% =15 tir.

Maksimum degeri f(15) tir.
f(15)=-15°+30.15=-225+450=225 m’ buluruz.
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Ornek:

C B 3x +4y =24

0 /X
N

Sekildeki OABC dikdortgeninin B kosesi 3x +4y =24
dogrusu lGizerinde olmak lizere A(OABC) maksimum
kactir?

Coziim:

C B 3x +4y=24

24 - 3x

o] X /Z"
YN

B noktasinin apsisi x olsun. y degerini dogru denkle -
minden yazabiliriz.

24-3
3x+4y=24 = 4y=24-3x = y= X tar.
24-3x —3x’
A(OABC) =x - X_2X L6x i
4 4
b 6 6 12
2a 5, 7> 3
4 2
—3x’ 3.16

x=4 icin A(OABC) =

+bx=——""-+24
4

=-12+24=12 br? dir.

Ornek:

Halat

2| i Pl |2
H : :-) ' H H

Yol P .

60 m
< 180 m

1.Direk 2.Direk

Yukaridaki sekildeki kopriintiin ayaklari arasi mesafe
180 m olup, koprilerin arasindaki parabolik halatin
yol ile arasindaki mesafe en az 3 m,en fazla 12 m'dir.
1. kdpri ayagindan yatay olarak 60 metre uzakta

olan halatin yol ile arasindaki mesafe ka¢ metredir?

Coziim:
Halatin en algak noktasi, paraboliin tepe noktasidir.
y ekseni burdan gececek sekilde, x ekseni de yol ola-

cak sekilde bir analitik diizlem olusturabiliriz.

(-90,12)4 [(90,12)
(-30,7)
P 03) 7 |
12| ¢ Pl (12
Pl 3 I
750 30 O 90

Tepe noktasi (0, 3) noktasidir. Halat,
y=a(x—0)"+3

=ax’ + 3 seklinde bir denkleme sahiptir.
(90, 12) noktasini da saglamalidir.
12=2a.90%+3

9=2a.8100 = a:i dar.
900

Direkten 60 metre uzaktaki yer, orjinden 30 metre
uzaktadir. Yani apsisi —30 dur.

1 1
x=-30i¢in > —x*+3=——-900+3=1+3
900 900

=4 m buluruz.

www.matematikkolay.net



