TRIGONOMETRI-1 (11.Sinif)

AGI, YONLU ACI, YONLU YAY
ACI

Baslangig noktalari ayni olan iki 1sinin birlesim kiimesine aci denir. Bu isinlara aginin kenarlari,
baslangic noktasina ise acginin késesi denir.

YONLU ACI

Bir acinin kenarlarindan birini, baslangic kenari; digerini bitim kenar olarak aldigimizda elde edilen
aclya yonll acgi denir.

Acilar adlandirilirken énce baslangig, sonra bitim kenari yazilir.

Acinin kdsesi etrafinda, baslangig kenarindan bitim kenarina iki trlt gidilebilir. Bunlardan biri saatin
dénme yoninin tersi, ikincisi ise saatin donme yénunin aynisidir. Saatin dénme yonunin; tersi olan
yone pozitif yon, ayni olan yéne negatif yon denir.

Acilarin yoni ok yardimiyla belirlenir.

YONLU YAYLAR
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O merkezli cgemberde AéB ile bu acinin i¢ bélgesindeki noktalarin kiimesinin O merkezli cemberle
kesisimi AB yayidir. AB yayi, AB biciminde gdsterilir.

AB nin yonu olarak, AOB agisinin yonu alinir. Sekildeki AOB agisinin yoni pozitif oldugundan, AB da
pozitif yénludur.

Pozitif yonli AB yayinda A ya yayin baslangic noktasi, B ye yayin bitim noktasi denir.

BIRIM CEMBER

Analitik dizlemde merkezi O(0, 0) (orijin) ve yaricapi 1 birim olan cembere birim (trigonometrik)
cember denir.
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Birim ¢emberin denklemi: X*+y =1 gir.
ACI OLCU BIRIMLER]

Bir aginin 6lglistinin blylkligund veya kiglkligind tanimlamak igin, bir 6lgl birimi tanimlanmalidir.
Acly! 6lgmek, acginin kollari arasindaki agikhdi belirlemek demektir.

Genellikle iki birim kullanilir. Bunlar; derece ve radyandir.
1. Derece

Bir tam ¢cember yayinin 360 es parcgasindan birini géoren merkez aginin 6lglisiine 1 derece denir. Ve 1°
ile gosterilir.

2. Radyan

Yaricap uzunluguna esit uzunluktaki bir yayl géren merkez aginin 6lcisline 1 radyan denir.

Birim cemberin cevresi 360° veya 2™ radyan oldugu icin, 360° = 27 radyan dir.

Derece D ile radyan R ile gosterilirse,
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keZ ve ae[0° 360°] olmak lzere, birim gember lzerinde a agisi ile a + k x 360° acisI ayni
noktaya karsilik gelmektedir. Buna gore,

0°<a<360° ve keZ olmak lzere, dlcliisii a + k x 360° olan acginin esas 6lglsi a derecedir.

Acinin birimi ne olursa olsun, esas 6lci negatif yonli olamaz. Diger bir ifadeyle esas 0lcl [0°,
360°) araligindadir.

Derece cinsinden verilen pozitif acilarda, agi 360° ye boélindr. Elde edilen kalan esas 6lgtdr.

Derece cinsinden verilen negatif yonli acilarda, aginin mutlak dederi 360° ye bolintr; kalan
360° den cikarilarak esas 6lcu bulunur.

Radyan cinsinden verilen acilarda aginin icerisinden 2mnin katlari atilir. Geriye kalan esas
Olgtdur.

Radyan cinsinden verilen negatif yonll acilarin esas dlgtsu bulunurken, verilen acgi pozitif
yonll aci gibi dislinllerek esas 6lcl bulunur. Bulunan deder 2rxden cikarilir.

an nin esas 6lglisii asagidaki yolla da bulunabilir. a sayisi b nin 2 katina bollinitr. Kalan, wtnin

b
kat sayisi olarak paya yazilir payda aynen yazilir. a nin b nin 2 katina bélimuinden kalan k ise

am . sl e e
o nin esas olcusudur.

TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR
KOSINUS FONKSIYONU

Bir x reel sayisini cosx e donustiren fonksiyona kosinus fonksiyonu denir.



f:R—>[-1,1]

f(x)=cosx olur.

Birim gember Uzerinde P(X, y) noktasi ile eslenen agi AOP olmak Uzere, P noktasinin apsisine,
a reel (gergel) sayisinin kosinusu denir ve cosa ile gosterilir.
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x = cosa dir. Kosinls fonksiyonunun gorintt kiimesi (araligr), [-1, 1] dir.
Yani, her aeR icin,

—1<cosa<1 dir.

SINUS FONKSIYONU
Bir x reel sayisini sinx e dénustliren fonksiyona sinlis fonksiyonu denir.
f:R—[-1,1]

f(x)=sinx olur.

Birim gember Uzerinde P(X, y) noktasi ile eslenen agi m(AOP)=a olsun. P noktasinin
ordinatina, a reel (gercel) sayisinin sinlst denir ve sina ile gosterilir.
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y = sina dir. Kosinls fonksiyonunun goruntd kiimesi (araligi), [-1, 1] dir.
Yani, her aeR igin,

—1<sina<1 dir.

Sekilde, A(1, 0) oldugundan, cos0° = 1 ve sin0° = 0 dir.

B(0, 1) oldugundan, cos90° = 0 ve sin90° = 1 dir.



C(-1, 0) oldugundan, cos180° = -1 ve sin180° = 0 dir.

D(0, -1) oldugundan, cos270°

0 ve sin270° = -1 dir.

Sekilde, x = cosa, y = sina
|OK| = sina ve

|OH|

cosa olduguna gore, OHP dik Gg¢geninde;
loH® + |PH® =12

cos’a + sin‘a = 1dir.

TANJANT FONKSIYONU

Birim gember Uzerinde P(X, y) noktasi ile eslenen agi M(AOP) =a. |syn. [OP nin x = 1 dogrusunu
kestigi T noktasinin ordinatina, a reel (gergel) sayisinin tanjanti denir ve tana ile gosterilir.

x = 1 dogrusuna tanjant ekseni denir.
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t = tana dir.

KOTANJANT FONKSIYONU

Birim cember Gzerinde P(x, y) noktasi ile eslenen aci M(AOP) =0 4j5yn, [OP nin y = 1 dogrusunu
kestigi K noktasinin apsisine, a reel (gergel) sayisinin kotanjanti denir ve cota ile gosterilir.

y = 1 dogrusuna kotanjant ekseni denir.
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Her a R igin,

—o<tana<oo ve —oo<cota<oo dir.

Koordinat Sisteminde, Birim Cemberdeki Dort Bolgeye Gore Kosiniis ve Siniis
Fonksiyonlarinin Isaretleri

u}:‘

2. Bolge 1. Bolge

(% y) (X, ¥)
(= +) (+, +)

90° < o < 180° 0" <0 <9
coso < 0 cosO >0

sinc >0 sind > 0

Y

(X, V) O (X, )
(- -) (+, )

180° < f < 270° | 270° < ¢ < 360°
cosp<0 cosh > 0

sinp <0 sing < 0

3. Bolge 4. Bolge

sino
v tana=
CoS
Cos o
v Ccoto=—
sino

v tanca-cota=1

cosa nin isaretinin sina nin isaretine bdlimua cota nin isaretini; sina nin isaretinin cosa nin isaretine
bélimi tana nin isaretini verir. 4 bdlgede de tana ile cota nin isareti aynidir.

KOSEKANT, SEKANT FONKSIYONU

Birim cember tizerinde ™MAOP)=a gimak tzere,

P noktasindaki tedetin y eksenini kestigi noktanin ordinatina, a reel (gergel) sayisinin kosekanti denir
ve csca ile ya da coseca gosterilir.



P noktasindaki tedetin x eksenini kestigi noktanin apsisine, a reel (gergel) sayisinin sekanti denir ve
seca ile gosterilir.
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C = CosecCas = secCa

v coseco=—
sina

v seco=

Cosao

cosecx ve secx in sonucu (-1, 1) aralhdindaki sayilara esit olamaz.

1 + tan’x = sec’x + cot’x = cosec’x

DIK UCGENDE DAR AGILARIN TRIGONOMETRIK ORANLARI
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BCA dik Gggeninde, asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

Komsu dik kenarin uzunlugu g

CosH = : — =
Hipotenusun uzunlugu C

. Kars! dik kenarin uzunlugu b
SN = " . = = —
Hipotenusun uzunlu gu C

and Kars! dik kenarin uzunliugu b
anf = : —= —
Komsu dik kenarin uzunlugu &

‘0 Komsu dik kenarin uzunlugu
cotf = =
Kars! dik kenarnn uzunlugu

D'|m



Olclileri toplami 90° olan (timler) iki agidan birinin sinisi, digerinin kosinisiine; birinin tanjanti,
digerinin kotanjantina; birinin sekanti, digerinin kosekantina esittir. Buna gore,

v o+68 = 90° ise sina=cosH
v o+8 = 90° Ise tano=colb
v a+8 = 90° 1se seca=cosecB

Bazi dar acilarin trigonometrik dederleri asadida verilmistir. Bu dederlerin gok iyi bilinmesi sorulari daha
hizli gozmenizi sagdlar.

0° | 30° 45° 60° aQ-
Sin 0 l —2 —3 1
2 2 2
cos ‘] E E l 0
2 2 2
tan | 0 % 1 | /3 | Tanmsiz
3

cos(180° = x), sin(180° = x), tan(180° + x),
cot(180° = x), cos(360° = x), sin(360° + x),
tan(360° = x), cot(360° £ x) in 6zdesi bulunurken,

X acisi; dar acl olarak kabul edilmek Uzere, trigonometrik dederin hangi bélgede oldugu bulunur. Daha
sonra, fonksiyonun o bolgedeki isareti belirlenir. Esitligin iki tarafinda fonksiyonlarin adi ayni olur.

cos(90° + x), sin(90° + x), tan(90° £ x), cot(90° + x)
cos(270° = x), sin(270° = x), tan(270° + x),
cot(270° =+ x) in 6zdesi bulunurken,

x acisi; dar aci olarak kabul edilmek lzere, trigonometrik dederin hangi bélgede oldugu bulunur. Daha
sonra, fonksiyonun o bolgedeki isareti belirlenir. Esitligin iki tarafinda fonksiyonlarin adi farkl olur. Bu
farkhlk, sinds igin kosinls, kosinus igin sinis, tanjant igin kotanjant, kotanjant icin de tanjanttir.
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sin(—9)=-sing
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tan[ %'I‘ A '|= —coth

cc:-t[ %H—l =—tan#f

sin(m—0)=sin6
cos(m—08)=-cosH
tan(n—0)=—-tan®
cot(m—8)=-cot8
Sin(m+8)=-sinB
cos(m+6)=-cosH
tan(n+6)=tanb

cot(m+8)=cotB

sir"||r ST _ B \'| = —cosh
L2 )
CDS{S—ﬂ—B ~I‘=—sin9
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tan[ ST g ‘ = cot#
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PERIYODIK FONKSIYONLAR

f, A kimesinden B kiimesine tanimli bir fonksiyon olsun.
f: A>B

Her x e A igin f(x+T)=f(x)

olacak sekilde sifirdan farkli en az bir T reel sayisi varsa; f fonksiyonuna periyodik fonksiyon, T#0 reel
sayisina f nin periyodu denir. Bu esitligi gergekleyen birden fazla T reel sayisi varsa, bunlarin pozitif
olanlarinin en kiictigline f fonksiyonunun esas periyodu denir.

f(x) in esas periyodu T ise, k tam sayi olmak lzere,

f(x) in periyodu k x T dir.

TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN PERIYOTLARI
Herxe Eve ke Zigin,

sin(x + 2km) = sinx,

cos(x + 2kmn) = cosx,

tan(x + mk) = tanx,

cot(x + mk) = cotx

oldugu igin sinx, cosx, tanx ve cotx fonksiyonlari periyodiktir.

2km

sinx ve cosx fonksiyonlarinin periyodu , tanx ve cotx fonksiyonlarinin periyodu kn dir.

sinx ve cosx fonksiyonlarinin esas periyodu (k = 1 igin) Zn; tanx ve cotx fonksiyonlarinin esas
periyodu " dir.

a, b, ¢, d birer reel sayl ve m pozitif tam sayi olmak Uzere,

f(x) =a+b.sin"(cx+d), g(x)=a+b.cos™(cx+d) fonksiyonlarinin esas periyotlarn T olsun.

Bu durumda,

[ 2m .
| —— m tek ise
C
T=A+
S m cift ise

olur.

a, b, ¢, d birer reel sayi ve m pozitif tam sayi olmak lzere,
f(x) =a+b.tan™(cx +d), g(x)=a+b.cot™(cx+d) fonksiyonlarinin esas periyotlar T olsun.

Bu durumda,



T-"_ dir.
c|

f(x)=8()£h(x) fonksiyonlarinin esas periyodu, g(x) ve h(x) fonksiyonlarinin esas periyotlarinin en
kiguk ortak katina (e.k.o.k. una) esittir.
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Buradaki kesirleri en sade bigimde olmalidir.

f(x) = h(x) x g(x) olmak lzere, f(x) in esas periyodu, h(x) ve g(x) fonksiyonlarinin esas periyotlarinin
en kliglk ortak katina (e.k.o.k. una) esit olmayabilir. Eger, f(x) = h(x) x g(x) in esas periyodu
bulunacaksa, f(x) i fonksiyonlarin toplami bigiminde yazariz. Sonrada toplanan fonksiyonlarin esas
periyotlarinin en kliglk ortak kati alinir. Yukaridaki agiklamalar bélinen fonksiyonlar igin de gegerlidir.

TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN GRAFIKLERI
Trigonometrik fonksiyonlarin grafikleri gizilirken,

1. Fonksiyonun esas periyodu bulunur.

2. Bulunan periyoda uygun bir aralik secilir.

3. Secilen aralikta fonksiyonun dedisim tablosu yapilir. Bunun igin, fonksiyonun bazi 6zel reel sayilarda
alacagi dederlerin tablosu yapilir. Tabloda fonksiyonun aldigi deder bir sonraki aldigi degerden kliclik

ise (aldigi deder artmis ise) o araliga / sembollint yazariz. Eger, fonksiyonun aldigi deder bir sonraki

aldigi dederden buytik ise (aldigi deder azalmis ise) o araliga N sembollni yazariz.

4. Secilen bir periyotluk aralikta fonksiyonun grafigi gizilir. Olusan grafik, fonksiyonun periyodu
aralidinda tekrarlanacagi unutulmamalhdir.

A. SINUS FONKSIiYONUNUN GRAFIGI
f: R—>[-1,1], f(x)=sinx
fonksiyonunun grafigi asagida cizilmistir.

Wk

B. KOSINUS FONKSIYONUNUN GRAFiGI
f: R—>[-1,1], f(x)=cosx

fonksiyonunun grafigi asadida cizilmistir.
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f: {—g g}a[—l, 1], f(x)=sinx fonksiyonu bire bir ve értendir.

f: [0, n]—>[-1, 1], f(x)=cosx fonksiyonu bire bir ve értendir.

TANJANT FONKSIYONUNUN GRAFiGi

T T
—— , — | araliginda, f(x)=tanx
{2 2} °

fonksiyonunun grafigi kesiksiz olarak gizilmistir.

W A

- v

KOTANJANT FONKSIYONUNUN GRAFIGI
[0, w] araliginda, f(x)=cotx

fonksiyonunun grafigi kesiksiz olarak gizilmistir.
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f: {—g , g}%R, f(x) =tanx fonksiyonu bire bir ve 6rtendir.



f: [0, 1] >R, f(x)=cotx fonksiyonu bire bir ve értendir.

TERS TRIGONOMETRIK FONKSIiYONLAR

ARKSINUS FONKSIYONU

T
f(x) = sinx fonksiyonunun tanim aralig [_5 ’ 2} alinirsa bu fonksiyon bire bir ve drten olur.

Bu durumda,
fo -2, Bl o1,
2 2

f(x)=sinx
fonksiyonunun tersi,

f*(x)=sin"'x veya f'(x)=arcsinx seklinde gdsterilir ve

arcsinx: [—1,1]—{—E , E} dir.
2 2

ARKKOSINUS FONKSIiYONU

f(x) = cosx fonksiyonunun tanim aralidi [0 , TE] alinirsa bu fonksiyon bire bir ve 6rten olur.
Bu durumda,

f: [0, n]>[-1,1]

f(x)=cosx

fonksiyonunun tersi,

f*(x)=cos *x veyaf *(x)=arccosx seklinde gdsterilir ve

arccosx: [-1,1]—[0, ] dir.

ARKTANJANT FONKSIYONU

T T
f(x) = tanx fonksiyonunun tanim araligi (_E ’ Ej alinirsa bu fonksiyon bire bir ve érten olur.

Bu durumda,

2 (_E , EjﬁR
2 2

f(x)=tanx



fonksiyonunun tersi,

f*(x)=tan'x veya f(x) =arctanx seklinde gdsterilir ve

arctanx: R—)[—E , Ej dir.
2 2

ARKKOTANJANT FONKSIYONU

f(x) = cotx fonksiyonunun tanim araligi [0 , TE] alinirsa bu fonksiyon bire bir ve érten olur.
Bu durumda,

f: [0, n] >R

f(x)=cotx

fonksiyonunun tersi,

f(x)=cot ™" x veya f*(x)=arccotx seklinde gdsterilir ve

arccosx: R—[0, n] dir.

Bir fonksiyonun ters fonksiyonunun ters fonksiyonu fonksiyonun kendisine esittir.
sin(arcsinx) = x tir.
cos(arccosx) = x tir.
tan(arctanx) = x tir.

cot(arccotx) = x tir.

q = arcsinx ise, X = sinq dir.

q = arccosx ise, X = cosq dir.

q = arctanx ise, x = tanq dir.

q = arccotx ise, x = cotq dir.

UCGENDE TRIGONOMETRiIK BAGINTILAR
SiINUS TEOREMI

Bir ABC Uggeninin kenar uzunluklan a, b, c; cevrel gemberinin yaricapi R birim olmak lzere,



a b C

sinA  sinB  sinC

.

Bir ABC Ucgeninin kenar uzunluklar; a, b, c olmak lzere,

a> = b’ + c—2b.c.cosA
b> = a’ + ¢ —2.a.c.cosB

¢ =a + b*—2.ab.cosC

UCGENIN ALANI

Bir ABC lcgeninin kenar uzunluklari; a, b, c olmak Uzere,

Kaynak: www.derscalisiyorum.com.tr
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b-c-sinA

= a-c-sinb
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= . _a-b-sinC
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